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ABSTRACT. – Let {Wt,0 6 t 6 1} be a linear Brownian motion, starting from 0,
defined on the canonical probability space (Ω,F,P ). In this paper we provide sufficient
conditions for the Skorohod integral to belong to the Besov space B1/2p,∞,p > 4. We
require firstly the integrand to be in the space L∞(Ω × [0,1]) ∩ Lp+1,2 and segondly
to be in the space L∞(Ω × [0,1]) ∩ Lp+2,3,F . Ó Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS
1. Introduction
Soit W = {Wt, t ∈ [0,1]} le processus de Wiener nul en zéro et défini
sur l’espace de Wiener (Ω,F,P ). L’intégrale de Skorohod est définie
pour des processus u = {ut , t ∈ [0,1]} non nécessairement adaptés par
rapport à la filtration associée à W , comme étant l’adjoint de l’opérateur
dérivée. Plusieurs auteurs se sont intéressés à l’étude de la régularité
du processus intégral X = {Xt := ∫ t0 u(s) dWs, t ∈ [0,1]}. On rappelle
notamment les travaux de Y. Hu, D. Nualart [3] et P. Imkeller [6],
prouvant l’existence d’une version continue sous différentes hypothèses
sur l’intégrante u. Récemment, G. Lorang [4] a montré que si u ∈
L∞(Ω × [0,1]) ∩ Lδ,2 avec p > 4 entier pair et δ > 2(p + 1) alors X ∈
B1/2p,∞ p.s. généralisant ainsi les travaux de B. Roynette [7] traitant le cas
adapté. Dans ce papier, on établit deux résultats dans la même direction,
(*) Supported by TWAS under contract No. 95-306 RG/MATHS/AF/AC.
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le premier résultat assouplit la condition exigée par G. Lorang, en effet,
l’assertion X ∈ B1/2p,∞ p.s. reste vraie si u ∈ L∞(Ω × [0,1]) ∩ Lp+1,2
avec p > 4 entier pair. Le deuxième résultat de cet article, qui fait
intervenir une catégorie d’espaces introduite par D. Nualart que l’on note
{Lq,i,F , q > 1, i ∈ N∗}, se décompose en deux parties : dans la première
partie, on généralise le résultat de la première partie du Théorème III.1
de [4] et dans la deuxième partie, on prouve que X ∈ B1/2p,∞ p.s sous la
condition u ∈L∞(Ω × [0,1]) ∩Lp+2,3,F avec p > 4 entier pair.
2. Rappel sur les espaces de Besov
On note I = [0,1] et soit la fonction f : I → R, h ∈ R. On définit
Ih = {s ∈ I ; s + h ∈ I }, et pour t ∈ I et p ∈ [1,+∞[ , on note par





∣∣f (s + h)− f (s)∣∣p ds) 1p .
Les espaces de Besov notés {Bαp,q, α ∈ [0,1], 16 p,q <+∞} sont des



















Si q = +∞, alors l’espace de Besov Bαp,∞ est défini comme étant
l’espace des fonctions f de Lp(I ) telles que sup0<t<1ωp(f, t)/tα <
+∞. Il a été prouvé dans [2] que cet espace n’est pas séparable, par
contre il contient un sous-espace fermé séparable défini par :
Bα,op,∞ :=
{
f ∈ Bαp,∞: ωp(f, t)= o(tα) si t→ 0
}
.
Pour plus de détails sur les espaces de Besov, nous renvoyons à [2].










2j+1s − 2k + 1),
pour n= 2j + k, j ∈N et k = 1, . . . ,2j
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avec ϕ(u)=max(1− |u|,0) et soit {rn, n> 1} la base de Haar orthonor-
mée dans L2(I ), avec r1 = 1 et rn = rjk pour n = 2j + k. On sait que





où les coefficients {fn, n> 1} sont donnés par :{
f1 = f (1),



















pour n= 2j + k.
Dans [2], Z. Ciesielski, G. Kerkyacharian et B. Roynette ont montré que



















et pour q =+∞, on remplace la norme lq dans (2.1) par la norme l∞.
3. Rappel sur l’intégrale de Skorohod
Soit {Wt, t ∈ [0,1]} un mouvement brownien linéaire, défini sur l’es-
pace de probabilité canonique (Ω,F,P ) :Ω est l’espace des fonctions
continues sur [0,1], nulles en zéro, à valeurs dans R,F est la tribu bo-
rélienne sur Ω , complétée par rapport à la mesure de Wiener P . On ap-
pellera fonction régulière toute variable aléatoire F :Ω→R de la forme
F = f (Wt1, . . . ,Wtn), où f ∈ C∞b (Rn), espace des fonctions de classe
C∞ qui sont bornées et ont des dérivées bornées de tout ordre. Notons
que l’espace S des fonctions régulières est contenu dans L2(Ω).
La dérivée au sens de Malliavin d’une fonction régulière F est définie






(Wt1, . . . ,Wtn)1[0,ti ](t), t ∈ [0,1].
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La dérivée DF peut être considérée comme une variable aléatoire à
valeurs dans L2([0,1]). Plus généralement, la dérivéeN ième de F , notée








∂xi1 . . . ∂xiN
(Wt1, . . . ,Wtn)
×1[0,ti1 ](s1) · · ·1[0,tiN ](sN).
Introduisons maintenant, pour un entier N > 1 et un réel p > 2, la semi-
norme




sur S, et désignons par Dp,N l’espace de Sobolev associé. L’opérateur de
dérivation est un opérateur linéaire non borné, fermé, défini sur D2,1 et à
valeurs dans L2(Ω ×[0,1]). On définit alors l’opérateur d’intégration au
sens de Skorohod, noté δ, comme étant l’adjoint de l’opérateur dérivée
D, on note Dom(δ) son domaine.
PROPOSITION 3.1. – Soit u ∈ L2(Ω × [0,1]). Alors u est intégrable











utDtF dt = Eδ(u)F.
Nous allons maintenant rappeler quelques définitions et propriétés
fondamentales de l’opérateur δ.
DÉFINITION 3.2. – Soit un réel p > 2. On note Lp,1 la classe des
processus u ∈ Lp(Ω × [0,1]) tels que ut ∈ Dp,1 t-p.p. et il existe une
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|Dsut |p ds dt <+∞.
On note Lp,2 la classe des processus u ∈ Lp,1 tels que ut ∈Dp,2 t-p.p. et








|DrDsut |p dr ds dt <+∞.






































































PROPOSITION 3.4 (Formule d’Itô). – Soient la fonction Φ :R→R de
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où (D−U)(s)= ∫ s0 Dsur dWr .
Dans [1], E. Alòs et D. Nualart ont introduit l’espace LF contenant les
deux espaces L2,2 et La , l’espace des processus adaptés, ils ont montré
que toutes les propriétés prouvées dans [5] pour des processus u ∈ L2,2
restent valables pour u ∈ LF , en particulier la formule d’Itô. Dans ce
sens, on définit plus généralement une classe d’espaces de Banach notés




















on note LF = L2,2,F . Par la suite, on travaillera sur les espaces Lq,2,F et
Lq,3,F et par conséquent on utilisera tous les outils précités. On rappelle
en particulier une proposition établie dans [1] et dont on aura besoin par
la suite.




)2 6 2‖u‖22,2,F .
4. Appartenance du processus intégral de Skorohod aux espaces de
Besov
Dans ce paragraphe, on étudie la régularité des trajectoires du proces-
sus intégral
∫ •
0 u(s) dWs dans les espaces de Besov. On énonce le théo-
rème suivant :
THÉORÈME 4.1. – Soit p > 4, un entier pair tel que u ∈ L∞(Ω ×
[0,1])∩Lp+1,2. Alors on a p.s. X ∈ B1/2p,∞.
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D’après l’isomorphisme établi dans [2] par Z. Ciesielski, G. Kerkyacha-







Pour cela, on énonce les lemmes suivants en supposant bien entendu que
u ∈ L∞(Ω × [0,1]) ∩ Lp+1,2 dans toute la suite et que p est un entier
pair > 4.
LEMME 4.2. – Pour q > 1, il existe une constante réelle positive K(q)





Preuve. – On suppose d’abord que q > 4. D’après une estimation
donnée dans [3], on peut écrire :
E
∣∣Xjk(t)∣∣2q





∣∣u(s)∣∣2q) 1q r2jk(s) ds
}q
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d’où le résultat. Il suffit, en effet, de remarquer que pour toute fonction
positive g, définie sur [0,1]3 et vérifiant g(s, σ, λ)= g(σ, s, λ) pour tous







g(s, σ, λ) ds dσ dλ6
∫
(s∨σ>λ)
g(s, σ, λ) ds dσ dλ.
Si 16 q < 4, on applique l’inégalité de Hölder et on retrouve le premier
cas :
E
∣∣Xjk(t)∣∣2q 6 (E∣∣Xjk(t)∣∣8) q4 ,
ce qui achève la preuve du lemme. 2
Considérons ajk(t) := ∫ t0 r2jk(s) ds, et énonçons le lemme suivant :
LEMME 4.3. – Soient q et l deux entiers naturels avec q non nul, il
existe alors deux constantes réelles strictement positives α = q/(q + 2)
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I 1jk + I 2jk
)
.






Pour le deuxième terme, on a :
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∣∣DλXjk(s)∣∣2dq) 1d (E|Dλu(s)∣∣2d ′) 1d ′ ]r2jk(s) ds dλ.








































∣∣DσDλu(a)∣∣2d ′ ds dσ
]
(4.2)
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On prend d ′ = q/2+ 1 donc qd = 2d ′ = q + 2, ce qui nous donne enfin
le résultat. 2
LEMME 4.4. – Soient q et l deux entiers naturels avec q non nul, il
existe alors deux constantes réelles strictement positives α = (q + 2)/q


















Preuve. – D’après l’inégalité de Hölder et du fait que les fonctions



























∣∣Xjk(s)∣∣2qd) 1d (E|D−Xjk(s)∣∣2d ′) 1d ′ r2jk(s) ds.
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Le lemme est ainsi démontré. 2
Revenons à la démonstration du Théorème 4.1, et puisque les normes
Besov sont croissantes en p, on va montrer par récurrence sur l’entier p,





















(D−Xjk)(s)rjk(s)u(s) ds =H1jk +H2jk +H3jk



































où β,β ′ > 1 et 1/β+1/β ′ = 1 (on prend par exemple β = 2). L’inégalité
de Bienymé–Tchebychev et le lemme de Borel–Cantelli nous donnent
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d’où le résultat. Supposons l’hypothèse de récurrence vraie jusqu’à p−1
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En appliquant les deux Lemmes 4.3 et 4.4 avec q = 2p − 1 ou 2p − 3,





Reste alors à voir que l’on a :
φ(p)6 ρ + φ(p− 1).
Le résultat du théorème découle par conséquent de l’hypothèse de
récurrence. 2
On énonce un autre résultat concernant la régularité du processus
intégral de Skorohod sous d’autres conditions faisant appel aux espaces
Lq,i,F , q > 1, i ∈N∗.
THÉORÈME 4.5. – (1) Si 0 < α < 1/2 et u ∈ Lp,2,F avec 1/α < p <
+∞, alors on a p.s. X ∈ Bαp˙,q pour q ∈ [1,+∞] et X ∈ Bα,op,∞.
(2) Pour tout entier pair p > 4 tel que u ∈L∞(Ω × [0,1])∩Lp+2,3,F ,
alors on a p.s. X ∈ B1/2p,∞.
Preuve. – Montrons d’abord (1), à l’aide du lemme de Borel–Cantelli,





D’après la même estimation donnée dans [3], on peut écrire :
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où 1jk(s) désigne la fonction indicatrice de l’intervalle [ k−12j , k2j ]. On
utilise l’inégalité 2ab 6 a2 + b2, et on obtient :
Qj 6K(p)2j‖u‖pp,2,F .

















par conséquent on a le résultat pour q <+∞ et q =+∞.
Pour prouver la deuxième partie, on procéde de la même manière que
dans la preuve du Théorème 4.1. En effet la relation (4.5) reste vraie, en
utilisant alors la récurrence, on voit que le seul point qui doit être reécrit
est le Lemme 4.3 en tenant compte de l’hypothèse u ∈Lp+2,3,F .
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LEMME 4.6. – Soient q et l deux entiers naturels avec q non nul, il
existe alors deux constantes réelles strictement positives α et K(q) telles





































































Les fonctions {rjk,1 6 k 6 2j } ont des supports disjoints et ajk 6 1,
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Par un raisonnement analogue à ce qui a été fait dans la preuve du
Lemme 4.3, il existe un réel α > 0 tel que l’on a :
2j∑
k=1
(N1jk +N2jk)6K1(q)2j (2−α){1+ ‖u‖q(q+2)∨4,2,F}{1+ ‖u‖2q+2,2,F}.
Reste à voir le terme N3jk, on suppose que q > 3 (les cas q = 1,2 se































par suite on a :
N3jk 6K2(q)[I1jk + I2jk + I3jk + I4jk + I5jk],
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On voit par symétrie que I3jk = I4jk, et par application de l’inégalité de






∣∣Xjk(s)∣∣2(q−2)d] 1d [E∣∣DσXjk(s)∣∣2d ′] 1d ′
× [E∣∣DλXjk(s)∣∣2d ′′] 1d ′′ r2jk(s) ds dλdσ.










×{1+ ‖u‖22d ′,2,F}{1+ ‖u‖22d ′′,2,F}.


































×{1+‖u‖22β ′,2,F}{1+ ‖u‖22β ′′,2,F}.
On prend β ′ = β ′′ = (q + 3)/2, et on retrouve (4.6). Pour le terme I2jk,












∣∣Xjk(s)∣∣2(q−1)a] 1a [E∣∣DσDλXjk(s)∣∣2a′] 1a′
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× r2jk(s) ds dλdσ.








DσDλu(c)rjk(c) dWc +Dλu(σ )rjk(σ )1[0,s](σ ).















+C(a′)E∣∣Dλu(σ )∣∣2a′∣∣rjk(σ )∣∣2a′ .



























La démonstration du lemme est ainsi achevée. 2
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